Ejercicios Analisis 1
Grado en Ciencias Fisicas 2019-2020

Hoja 7: Célculo integral.
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1. Calcular, aplicando la definicion: / ldzx, / xdx / 2 dx.
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2. Probar que la funcién f(z) = [z] es integrable en [0, 5] y calcular f05 [z] dx.

3. Expresa como integrales los siguientes limites:
2

) 1 . ~—k(n—k) P n
Mm ) e D s D e

k=1

4. Sea f una funcién continua en [a,b], no negativa y que cumple fj f(z)dz = 0. Probar
que f es cero en todos los puntos.

5. Dar un ejemplo de una funcién f definida en un intervalo [a,b], no integrable y tal que
f? sea integrable.

6. Demostrar que, para cada ¢ € R se verifica:

b b+c
/ flx+c¢)dx = f(z)dz,

a a+c

y, cuando ¢ # 0,

b 1 be
/ flcx)dx = - f(x)dx.
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7. Sea

r+1, st ze(l,2].

f(:v):{x’ s? z € (0,1},

Definimos F' con F'(0) =0y

F(z) = /Oxf(t)dt, stz e (0,2].

Determinar F' de forma explicita y probar que es continua en el intervalo [0,2], aunque f no
lo sea.

8. Sea f una funcién continua en [a,b]. Definimos la media o valor esperado de f sobre
[a, b] como

B(f) == [ fa)dr.

A. Sean M y m respectivamente el maximo y el minimo de f sobre [a,b]. Demostrar que
m < E(f) < M. Si f es constante, jcudl es su valor esperado?



B. Usando el teorema de los valores intermedios y el apartado anterior probar el siguiente
resultado: dada f, una funcion continua en [a,b], eziste £ € |a,b] tal que

1 b
= | f@a= ).

9. (*) Estudia el dominio de definicién y la derivabilidad de las siguientes funciones:
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F(x) = / sint? - log(1 + %) dt G(z) = / coslog(2t?) dt .
0
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10. Encontrar una funcién f definida y continua en [0, +00) y tal que
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/x (141) f(t)dt = 62",

11. Sea f : [1,400) — R una funcién continua, acotada y tal que f(xz) > 1 en todo
x > 1. Calcular razonadamente el siguiente limite, demostrando que se puede utilizar la Regla

de L’Hopital:
xQ
lim 1 / &dt.
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12. Sea f : R — R definida por
2 t2

f(:c):—1+/0x G

1+¢2

Estudiar razonadamente el nimero de soluciones de la ecuacién f(x) = 0.

13. Evaluar las siguientes integrales indefinidas:

dx
1. 2 _8)%dx. 2. /—
/x (62 —8)*dx T
x dx
. ——dr. 4. —_—.
3 / w1 ® / (2% +2)°
x dx
dz . 6. _—.
/me /%+ﬁ
s S
cosx cos’ x
9. /logxdx. 10. /x logx dz .

11. /m3 e % dx . 12. /eg‘” cos 2z dx .

13. / sin* 2 cos® z dzx . 14. / arctan x dzx .
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14. Calcula [ tanz dz, [ tan® z dz. Da una férmula para [ tan™ z dz en términos de [ tan" 2z dz.

Usa esto para calcular [ tan®zdz, [ tan®zdz.

15. Estudiar la convergencia de las siguientes integrales impropias y, si es el caso, calcular
su valor:

“+o00 o0 T
A. / e V7 dx. B. / ————dx.
0 9 ri—x—2
+oo T +oo T
C. ——dx. D. ——dx.
/1 T+t /_oo i a2
1 +oo
dx
E. / _— F. / e v dr.
0o vr(l—u1) 0
+o0 1/2 d
F. / e da . G. / ¥ 4eR.
e o x(—logz)®

16. (*) Construccién de la funcién Gamma de Euler

A. Comprobar la férmula de reduccion

/xaemd:v:%xaeﬂm—%/xa_lemdx,

paraa >0y S #0.

B. La funcién I' se define para = > 0 mediante

+o0
[(x) = / t" e tdt.
0

Comprobar que se verifica
Nx+1)=aT(x).

Deducir que I'(n 4+ 1) = n! para n € N.

Comentarios: (*) ejercicio dificil.



